
 

 

      

 
  

Logica semplice 
(per davvero) 

      

Rovesti Gabriel 
      



Logica semplice (per davvero) 

Scritto da Gabriel 

1 
 

Attenzione 
 

Il file non ha alcuna pretesa di correttezza; di fatto, è una riscrittura attenta di appunti, slide, materiale 
sparso in rete, approfondimenti personali dettagliati al meglio delle mie capacità. Credo comunque che, per 
scopo didattico e di piacere di imparare (sì, io studio per quello e non solo per l’esame) questo file possa 
essere utile. Semplice si pone, per davvero ci prova. 
Thank me sometimes, it won’t kill you that much. 
 
Gabriel 
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Logica: Introduzione, preposizioni e tabelle di verità 
 
La logica è la madre di tutte le discipline e, in particolare, serve a comprende un meccanismo di 
ragionamento simile a quello che le macchine restituiscono, in particolari programmi e procedure 
algoritmiche: esso è il prerequisito per la correttezza dei programmi. 
In particolare, si capisce: 

- Il significato di una frase 
- Le conseguenze e le implicazioni 

 
Vediamo infatti che le lettere dell’alfabeto sono 
considerate variabili atomiche e una serie di simboli, 
come segue: 
 
Traduciamo similmente una serie di costrutti: 

 
 
 

Avremo infatti che: 
- & traduce E/And 
- → è l’implicazione logica (allora/quindi) 

Nelle frasi, può apparire il solo se e, per tradurlo, occorre: 
- riscrivere la frase togliendo il “solo” 
- tradurre la frase ottenuta usando l’implicazione 
- se la frase ottenuta è pr1 → pr2 allora la traduzione della frase iniziale si trova scambiando antecedente 
con conseguente, ovvero scrivendo pr2 → pr1. 
Avremo infatti che: 
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Qualche esempio di proposizione: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Similmente,  le singole frasi possono essere formalizzate come unica frase: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Come si vede, le singole frasi si traducono anche come sorta di albero, quindi le singole frasi prima 
dell’implicazione nella parte superiore e il resto nella parte inferiore: 
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Essendo che colleghiamo la logica alla programmazione, siamo interessati a capire sia il senso che la verità 
delle frasi. Questo lo facciamo, sulla base di una proposizione formale composta tramite connettivi logici, 
partendo dalle proposizioni atomiche, associamo una tabella di verità: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La sua costruzione si costruisce componendo le tabelle dei connettivi 
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Queste tabelle seguono quelle delle porte logiche, infatti si comportano come le tabelle di NOT, AND, OR, 
considerando che esiste la costante vero e la costante falso. 
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Da qui possiamo partire per costruire le tabelle di verità di proposizioni composte, per esempio: 
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Ora, introduciamo un concetto fondamentale in logica: 
- Le tautologie, quindi una proposizione valida per tutti i valori della tabella di verità (quindi ha tutti 

1) 
- Le contraddizioni, quindi una proposizione non valida per tutti i valori della tabella di verità (quindi 

ha tutti 0) 
- Un’opinione in logica classica se ha almeno un 1 e almeno uno 0 come valori in uscita nella 

sua tabella di verità. 
- Soddisfacibile se è 1 qualche valore in uscita nella sua tabella di verità. 
- Non Valida se è 0 qualche valore in uscita nella sua tabella di verità. 

-  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Similmente, esiste il concetto di equivalenza: 
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Si ha anche uguaglianza sintattica quando due frasi sono scritte nello stesso modo e sono anche 
semanticamente uguali. Similmente, possiamo sostituire le tautologie una dentro l’altra. 

 
 
 
 
 
 
 

L’equivalenza, comunque, è simmetrica e transitiva. Si ha anche l’equivalenza a pezzi: se per una 
proposizione vale per una certa variabile particolare l’equivalenza, anche nella seconda frase si ha lo stesso. 
Da entrambe, comunque, consegue la verità. 
Ogni tabella a 𝑛 entrate, con 𝑛 ≥  1, corrisponde alla tabella di verità di una proposizione formale con al 
più 𝑛 variabili proposizionali e che non abbiamo bisogno di aggiungere nuove proposizioni per 
rappresentare tutte le tabelle di verità.  
 
I connettivi hanno tabelle di verità definite complete; similmente, ogni tabella con 𝑛 entrate, con 𝑛 ≥  1, 
denota un connettivo n-ario che si può scrivere in forma normale disgiuntiva, se è una disgiunzione di 
clausole, dove le clausole sono una disgiunzione di letterali. 
La procedura per scrivere la forma normale disgiuntiva di una tabella di verità a 𝑛 entrate è la seguente:  
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Similmente abbiamo una forma normale congiuntiva, se è una congiunzione di clausole, dove le clausole 
sono una disgiunzione di letterali. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Queste due forme servono per determinare univocamente la verità di affermazioni congiuntive e 
disgiuntive e dimostra la completezza di ogni tabella di verità. 
 
Per verificare una tautologia, abbiamo due possibilità, spesso combinate: 
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Si usa sempre questo insieme di leggi qui: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
E, formalmente, questi teoremi, descritti prima a parole: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



Logica semplice (per davvero) 

Scritto da Gabriel 

12 
 

Riferito all’esempio di prima: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Esempio di validità e soddisfacibilità anche con i NOT/NON di mezzo: 
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In logica classica, non esiste implicazione casuale; anche con implicazioni e verità controintuitive su 
affermazioni semanticamente sconnesse in apparenza, possono avere valori di verità. 
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Questa affinità può spiegare, secondo i dettami/regole delle formalizzazioni, anche su proposizioni 
apparentemente ovvie, come: 

 
La logica classica tratta verità atemporali, ma il 
valore di verità delle frasi presenti dipende da 
dove sono in questo momento; quindi, per 
raggiungere la verità, occorre usare un maggior 
numero di connettivi per poter meglio 
formalizzare semanticamente una frase e quindi 
risolverla. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sotto, qualche altro esempio: 
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Calcolo dei sequenti ed alberi di derivazioni 
 
Ora mostriamo un metodo più semplice e automatico per stabilire se una proposizione è valida o meno e 
soddisfacibile o meno. Tale metodo è meno complesso rispetto alle tabelle di verità e consiste in una 
procedura algoritmica che termina sempre con una risposta.  
Ora introduciamo il sequente, che assume significato nel contesto delle proposizioni formali: 
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Il loro calcolo è definito calcolo dei sequenti, anche noto come 𝐿𝐶𝑝 

Per rappresentare i sequenti usiamo lettere greche maiuscole come meta-variabili per indicare liste di frase 
che possono essere anche vuote (es. di lettere, 𝛤, ∆, 𝛴). 
 
Esempio di sequente 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Normalmente, le proposizioni sono formalmente generalizzate da: 

𝛤(&) → ∆(V) 
intendendo l’insieme delle proposizioni congiunte e/o disgiunte. 
Lo schema di validità dei sequenti è la regola di inferenza di sequenti, per cui se vale questo sequente (o 
questi due sequenti) allora vale quest’altro sequente. Usiamo gli alberi per formalizzare questi costrutti: 
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Fondamentale: regole di calcolo dei sequenti 
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Oppure: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
In altre parole, il calcolo definito da queste regole è chiuso per sostituzione dei suoi assiomi e regole con 
arbitrarie proposizioni 𝑝𝑟1 e 𝑝𝑟2, che chiamiamo meta-variabili per proposizioni complesse arbitrarie, 
al posto delle variabili proposizionali 𝐴 e 𝐵. 
 
Il calcolo dei sequenti costruisce gli alberi di derivazione, ottenuto da un sequente detto radice, applicando 
le regole del calcolo dal basso verso l’alto al fine di costruire oggetti della forma: 
 

all’interno dei quali chiameremo foglie i sequenti premesse 
di regole che non sono conclusioni di altre regole. 
Si noti che siccome considereremo solo regole con al più 
due premesse allora ogni albero di derivazione avrà nodi 
con al più due predecessori. 

 
  



Logica semplice (per davvero) 

Scritto da Gabriel 

20 
 

Esistono vari tipi di alberi nel calcolo dei sequenti: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Definiamo inoltre: 
- La derivazione del sequente, che ha il sequente stesso come radice ed ogni foglia un’istanza di un 

assioma secondo il calcolo dei sequenti 
- Un sequente è detto derivabile se esiste un albero di derivazione che ha come radice il sequente  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gli assiomi sono di tre tipi: 

- gli assiomi identità 
- gli assiomi del falso 
- gli assiomi del vero 
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Esempio di derivazione 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
tutti gli alberi ottenuti da una derivazione per sostituzione di tutte le occorrenze di una variabile 
proposizionale con una proposizione arbitraria sono pure derivazioni. 
Similmente, la tabella di verità di un sequente è dato dalla sua derivazione, infatti, un sequente può essere 
considerato tautologia/non valido/soddisfacibile/insoddisfacibile-paradossale se la sua derivazione è 
rispettivamente tautologia/non valido/soddisfacibile/insoddisfacibile-paradossale. 
 
Il calcolo dei sequenti è valido è radice di una derivazione se pr è una tautologia, ovvero la sua tabella di 
verità ha 1 in ogni uscita, conservando quindi la verità dall’alto verso il basso e con regole che diminuiscono 
di complessità dal basso verso l’alto. 
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Esempi di applicazione della procedura di decisione 
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Similmente, possiamo falsificare un sequente proposizionale (composto da una parte prima e dopo il segno 
di sequente, oppure solo prima il segno di sequente, oppure solo dopo il segno di sequente) se la negazione 
del sequente risulta vera su una specifica riga. 
 
L’idea è che una regola si dice valida se trasforma dall’alto verso il basso sequenti veri su una fissata riga r 
in sequenti veri sulla riga r posto che la riga r contenga tutte le variabili proposizionali che compaiono in 
almeno una delle proposizioni dei sequenti nella regola. in altre parole, una regola è valida se supposto che 
tutti i suoi sequenti premessa siano veri su una riga allora il sequente conclusione della regola è pure vero 
sulla stessa riga. diremo pure informalmente che una regola è valida se conserva la verità dei sequenti su 
ogni riga dall’alto verso il basso. 
Questo vale per le regole: 

- ad una premessa (un solo sequente nella parte superiore dell’albero) 
- a due premesse (due sequenti nella parte superiore dell’albero) 
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Se una regola di inferenza di sequenti nel linguaggio proposizionale è valida, allora conserva la validità 
tautologica dei sequenti, nel senso che se i suoi sequenti premessa sono tautologie allora anche il sequente 
conclusione è una tautologia. 
Una serie di lemmi/scorciatoie: 
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Tutte le regole del calcolo dei sequenti sono valide, nell’ordine: 
- l’assioma identità 
- l’assioma per il falso 
- lo scambio a sx 
- lo scambio a dx 
- la & a destra 
- la & a sinistra 
- la V a destra 
- la V a sinistra 
- la NOT 
- l’implicazione 
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Le regole sono dette sicure se anche le regole inverse sono valide rispetto alle tabelle di verità. 
La regola inversa di una regola del tipo (caso una e due premesse): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
La verità su una riga scende dall’alto verso il basso al sequente radice se tutte le foglie sono vere sulla riga e 
la verità anche sale su una riga dal basso verso l’alto dal sequente radice verso ogni singola foglia. 
Similmente, anche la falsità scende da una singola foglia fino alla radice. 
Si osservi infine che la procedura di decisione termina sempre su ogni sequente se applichiamo le regole di 
scambio solo quando è necessario per poter poi applicare la regola di un connettivo in quanto le regole dei 
connettivi diminuiscono la complessita dei sequenti coinvolti e si arriva ad un punto in cui non abbiamo più 
proposizioni composte e quindi non possiamo più applicare regole di connettivi (eventualmente precedute 
dall’applicazione di regole di scambio). 
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Un calcolo si dice inoltre decidibile se tramite il calcolo, la proposizione è decidibile, cioè: 
- ha tutte regole sicure 
- le regole diminuiscono in complessità dal basso verso l’alto 
- gli scambi sono applicati solo quando necessario. 

Grazie al fatto che tutte le regole sono sicure, si possono scegliere a piacere i connettivi da applicare. 
Infatti, non esiste procedura di decisione su regole non sicure. 
 
Esempio 
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Con il termine teoria proposizionale si intende un’estensione del calcolo della logica classica proposizionale 
𝐿𝐶𝑝 con un numero finito di assiomi extralogici indicati in una lista e le seguenti regole di composizione a 

sinistra  
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In un linguaggio predicativo, ha dei termini (variabili o insiemi di variabili-lettere minuscole o costanti) e 
predicati (atomici/singoli o composti). 
Attenzione, in questo a come mettere le parentesi: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Vediamo infatti che: 
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Esempi di predicati 
 
 
 
 
L’introduzione dei quantificatori universale ed 
esistenziale nel linguaggio predicativo comporta la 
presenza di due tipi di variabili: le variabili libere, 
che sono variabili all’interno di una formula senza 
quantificatori legati ad esse, e le variabili vincolate, 
che sono variabili che cadono nel raggio di azione 
di un quantificatore. 
Banalmente: 
- vincolata, è per esempio 𝑦 in una frase che usa 𝑦 
con quantificatori 
- libera, è per esempio 𝑦 in una frase che NON usa 
𝑦 con quantificatori 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aggiungiamo quindi gli ultimi quantificatori al calcolo dei 
sequenti: 
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Attenzione alle condizioni su variabili 
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Per formalizzare l’unicità in logica predicativa, aggiungiamo proprio il predicato di uguaglianza, dando 
quindi la logica predicativa con uguaglianza. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Come usare le regole di uguaglianza? 
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La sostituzione di un termine non è sempre lecita, in quanto la sostituzione deve per forza conservare la 
validità in quanto la frase con “x” è vera se ogni frase che contiene “x” è vera. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tutto questo fa parte di un dominio (non vuoto), di cui fanno parte costanti ed elementi di 
predicati/funzioni come segue: 
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Ora siamo pronti a definire l’interpretazione di predicati generici, ciascuno definito per induzione. 

 
 
 
 

I casi speciale sono il per ogni e l’esiste: 
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La verità di un predicato esiste sia senza che con una sola variabile libera in un modello. In generica, la 
verità generica è così dettagliata: 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

Modelli e contromodelli 
 
 

Modo semplice per definire un modello 
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Per indicare un modello con dominio 𝐷 scriviamo: 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Da qui introduciamo la nozione di contromodello, quindi rendere falsa una formula trovando un falsario. 
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Le tabelle di verità non sono più sufficienti per catturare la nozione di validità di un predicato in quanto 
occorre verificare controllare la sua validità in ogni modello. In pratica un modello per una formula 
corrisponde ad una riga della tabella di verità per una proposizione. 
 
Esempi di classificazione di formule 
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Similmente a quanto detto in altro punto sopra, un sequente è vero/tautologia/non 
valido/soddisfacibile/non valido/paradossale se è tale (una di quelle definite) in tutti i modelli 
Invece, è opinione se non valido e soddisfacibile oppure è falso in un modello ma vero in un altro modello. 
 
Come falsificare un sequente predicativo  
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Se si tratta di sequenti senza variabili libere, si procedere come appena descritto. 
Invece, distinguiamo se abbiamo delle premesse (prima del segno di sequente) o conclusioni (prima del 
segno di sequente), se in presenza di falsari se la negazione del modello è vera e, in tal caso, esistono dei 
testimoni. 
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Per decidere la validità di formule arbitrarie o sequenti, si ha una procedura semi-automatica che si avvale 
del calcolo dei sequenti e richiede la costruzioni di contromodelli nel caso di non validità. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L’interpretazione di un predicato non dipende dal nome delle variabili ma dipende solo dal numero e ordine 
delle variabili che compaiono nel predicato, in quanto l’interpretazione di un predicato NON dipende dal 
nome della variabile libera ma solo dal fatto che ce n’è una e l’interpretazione si dà partendo da un’unica 
variabile libera.  
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Introduciamo il concetto di regola vera in un modello. intuitivamente una regola è vera in un modello d se 
trasforma sequenti premessa veri nel modello d in un sequente conclusione vero sempre in d, ovvero una 
regola è vera in un modello se la verità scende lungo la regola nel modello se tutte le premesse sono vere 
nel modello. Da ciò consegue che se la premessa/le premesse sono vere (entrambe in questo secondo 
caso), la conclusione è vera. 
Similmente, una regola a una/due premesse si dice vera in un modello se per ogni premessa rimane vera 
per tutte le regole, dicendosi vera e quindi valida. 
 
Una regola per sequenti nel linguaggio predicativo classico si dice sicura se lei e le sue inverse sono 
entrambe valide rispetto alla semantica classica. Una regola con sequenti predicativi è non valida se esiste 
un modello in cui le premesse della regola sono vere mentre è falsa la conclusione della regola. 
Le varie regole (per ogni a destra/per ogni a sinistra/per ogni a sinistra veloce/esiste a sinistra/esiste a 
dx/esiste a dx veloce/regole dell’uguaglianza) sono valide e quindi sicure; non è valida, invece, l’inversa 
dell’ogni a sx/l’inversa dell’esiste a destra veloce e quindi non sicura. 
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Similmente, una regola si dice derivata se data una derivazione qualsiasi, la derivazione ottenuta 
applicando la regola si può espandere in una derivazione senza ispezionare le derivazione dei sequenti 
premessa.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Consigli su come cercare una derivazione o contromodello 
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